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Algoritmo de Kruskal
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1 - Algoritmo de Kruskal

Caracteristicas:

* E um algoritmo de busca, guloso, que se baseia no
algoritmo de arvore espalhada de peso minimo.

 Encontra uma aresta segura para adicionar a floresta
crescente encontrando, de todas as arestas que conectam
duas arvores quaisquer, uma aresta de peso minimo.

* Encontra um subconjunto das arestas que forma uma
arvore com todos os vértices, onde o peso total, dado
pela soma dos pesos das arestas da arvore, € minimizado.
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:
(D ()=
N
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8 25

Inteligéncia Artificial — Parte 4 — Prof. Celso Gallao —Slide 4



1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:

2 19
C\ ‘ 9
8 2

14 17
5

Q 21
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:

2 19
C\ ‘ 9
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14 17
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:
o I
14 17
8 25

13
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:
ORI
14 17
8 25

13
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:
o e -
14 17
8 25

13
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:

2 C\ 19
14 17
25
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:

2 O 19

14

25
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:

2 O 19
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:

2 O 19

14

25

wr;=1+5

Wp,=2+8
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:

2 O 19

14

25

wr;=1+5

Wp,=2+8
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:

2 19

O
4 177 el
2s 0

wr;=1+5

Wp,=2+8
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:

2 19
O
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Wp,=2+8
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:

2 19
O

4 177 el
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:

2 19
O

4 177 el

2s 0

wr;=1+5+13

Wp,=2+8
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:

2 19
O

4 177

2s 0

wr;=1+5+13

Wp,=2+8
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1 - Algoritmo de Kruskal
2 ‘ 19

Exemplo:

.
.
v
*
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-
L4
L4
L 4
*
.O
v

25 7 K

— Wq,p=19+10+14
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1 - Algoritmo de Kruskal
Exemplo:

25

2

19

— Wq,p=19+10+14
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:

— Wq,p=19+10+14
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:

— Wq,p=19+10+14
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:

— Wq,p=19+10+14
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:

— Wq,p=19+10+14
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:

— Wq,p=19+10+14
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:

— Wq,p=19+10+14
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exemplo:

| Wy, =19+ 10+14=43
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1 - Algoritmo de Kruskal

Algoritmo:

Kruskal () {

A=;

for cada vértice v € V[G]
do MakeSet (v) ;

Ordene as arestas E de forma crescente ao peso w

-~ ©OW 00 J o 01 & WD K

for cada aresta (u,v) € E (ordenado)
do if FindSet (u) # FindSet (v)
then A =2AU {(u,v)};
Union (FindSet (u), FindSet(v));

return A;
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1 - Algoritmo de Kruskal

Algoritmo:
Kruskal () {

A = O; Inicializa o conjunto A como o conjunto
for cada vértice v € V[G] |vazioe criam V arvores, cada uma

do MakeSet (v) ; contendo 1 vértice.

-~ W 00 J o O W N M

Ordene as arestas E de forma crescente ao peso w
for cada aresta (u,v) € E (ordenado)
do if FindSet (u) # FindSet (v)
then A =AU {(u,v)};
Union (FindSet (u), FindSet(v));

return A;
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1 - Algoritmo de Kruskal

Algoritmo:
Kruskal () {

A =;
for cada vértice v € V[G] Asarestas em E sdo ordenadas em
do MakeSet (v) ; sequéncia crescente por peso.

Ordene as arestas E de forma crescente ao peso w

1
2
3
4
5
6
7
8
9
}

for cada aresta (u,v) € E (ordenado)
do if FindSet (u) # FindSet (v)
then A =2AU {(u,v)};
Union (FindSet (u), FindSet(v));

return A;
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1 - Algoritmo de Kruskal

Algoritmo:

Kruskal () {

A=;

for cada vértice v € V[G]
do MakeSet (v) ;

Ordene as arestas E de forma crescente ao peso w

for cada aresta (u,v) € E (ordenado)
do if FindSet (u) # FindSet (v)
then A =2AU {(u,v)};
Union (FindSet (u), FindSet(v));

«~ YV 0O J o LI WD K

return A; .
! Verifica, para cada aresta (u,v), se os pontos

extremos u e v pertencem a mesma arvore. Se sim, a

aresta é descartada pois nao é permitido ciclo. Se nao, a
aresta é adicionada em A e os vértices sao intercalados.
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exercicio 1:

A figura abaixo mostra o esquema de uma velha rede de cabos de distribuicao de energia
elétrica que conecta 9 subestacdes de uma determinada cidade.

A Cia. Elétrica local precisa renovar a rede substituindo os cabos velhos por novos, e
também enviar para reciclagem os cabos desnecessarios.

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a drvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Kruskal:

Entrada

Distancias em Km
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exercicio 1 (resolucao):

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a arvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Kruskal:

18 15 21

Distancias em Km

W,,=3
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exercicio 1 (resolucao):

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a arvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Kruskal:

18 15 21

Distancias em Km

W,=3+4
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exercicio 1 (resolucao):

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a arvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Kruskal:

18 15 21

Distancias em Km

W,=3+4+5
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exercicio 1 (resolucao):

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a arvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Kruskal:

18 15 21

Distancias em Km

W,=3+4+5
W,,=5
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exercicio 1 (resolucao):

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a arvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Kruskal:

18 15 21

Distancias em Km

W,=3+4+5+5
W,,=5
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exercicio 1 (resolucao):

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a arvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Kruskal:

18 15 21

Distancias em Km

W, =3+4+5+5+6
W,,=5
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exercicio 1 (resolucao):

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a arvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Kruskal:

18 15 21

Distancias em Km

W, =3+4+5+5+6
W,,=5
W,,,.,-23+5+6
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1 - Algoritmo de Kruskal

Exercicio 1 (resolucao):

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a arvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Kruskal:

18 15 21

Distancias em Km

W, =3+4+5+5+6

W,,=5

W, ,;1,=23+5+6+6=40
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Algoritmo de Prim

Inteligéncia Artificial — Parte 4 — Prof. Celso Gallao — Slide 46



2 — Algoritmo de Prim

Caracteristicas:

* O algoritmo de Prim € um algoritmo guloso, utilizado
para encontrar uma arvore geradora minima em um grafo
conectado, ponderado, orientado ou nao.

* Foi desenvolvido em 1930 pelo matematico Vojtéch Jarnik
e depois pelo cientista da computacao Robert C. Prim em
1957 e redescoberto por Edsger Dijkstra em 1959.

* Deve-se determinar um vértice de origem.

* Fornecera uma resposta que nao necessariamente é a
unica.
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2 — Algoritmo de Prim

Exemplo: iniciando em A

A

2

B

()

.

14

19

-/

<::::> 21

E

—/

F

15

17
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2 — Algoritmo de Prim

Exemplo: iniciando em A

19

17
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2 — Algoritmo de Prim

Exemplo: iniciando em A
B

2

15

19

17
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2 — Algoritmo de Prim

Exemplo: iniciando em A
A

A
B
C
D
E
F

G
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2 — Algoritmo de Prim

Exemplo: iniciando em A
A

“nCDG
A 8

; (15
D

E

F

G
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2 — Algoritmo de Prim

Exemplo: iniciando em A
A

AMG
; @
; @)
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2 — Algoritmo de Prim

Exemplo: iniciando em A

CD G
G—>A 2 8 14
; @),
D
; @)
F
G
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2 — Algoritmo de Prim

Exemplo: iniciando em A

.............................. C D G
= [a s
B
c (e
D
E
F @@
G
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2 — Algoritmo de Prim

Exemplo: iniciando em A

A
B
C
D
E
F

—
G
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2 — Algoritmo de Prim

Exemplo: iniciando em A

un:m:ﬁ

8 14

B (15
7 5
° L

@
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2 — Algoritmo de Prim

Exemplo: iniciando em A

A
B
C
D
E
F
G
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2 — Algoritmo de Prim

Exemplo: iniciando em A

*
*
v
*
L 4
.0
L4

L4
L 4
*
*
*
v
L d
.0
L4

c @ o @

G
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2 — Algoritmo de Prim

Exemplo: iniciando em A

L4
L 4
*
*
*
v
L d
.0
L4

A
B

—>|c @ (17) 10
D
E
F

G
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2 — Algoritmo de Prim

Exemplo: iniciando em A

L4
L 4
*
*
*
v
L d
.0
L4

A 8 14

E F G 5
C @ '10
D
E
F 7
G
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2 — Algoritmo de Prim

Exemplo: iniciando em A

*
v
*
L 4
L4
L4
L4
L4
L 4
*
*
*
v
L d
.0
L4

Ale|c|D|E|F|G

A
B 0 0
C 1
Matriz de Adjacéncias D 0 0 f
da Arvore de Peso Minimo c
0
F 7
G
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2 — Algoritmo de Prim

Algoritmo:

PRIM (G, w, )

1l for cada u em V[G] do

2 chave[u] «
3 pai[u] <« NIL
4 chavel[r] « O

5 Q « V[G]

6 while Q '= {} do

7 u <« EXTRACT-MIN (Q)

8 for cada v em Adj[u] do

9 if v € Q e w(u,v) < chavel[v]
10 then pai[v] < u

11 chave[v] < w(u,v)
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2 — Algoritmo de Prim

Exercicio 2:

A figura abaixo mostra o esquema de uma velha rede de cabos de distribuicao de energia
elétrica que conecta 9 subestacdes de uma determinada cidade.

A Cia. Elétrica local precisa renovar a rede substituindo os cabos velhos por novos, e
também enviar para reciclagem os cabos desnecessarios.

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a drvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Prim:

Entrada

Distancias em Km
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3 — Algoritmo de Prim

Exercicio 2 (resolucgao):

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a arvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Prim:

Distancias em Km
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3 — Algoritmo de Prim

Exercicio 2 (resolucgao):

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a arvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Prim:

= |

18 15 21

Distancias em Km
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3 — Algoritmo de Prim

Exercicio 2 (resolucgao):

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a arvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Prim:

|

2
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3 — Algoritmo de Prim

Exercicio 2 (resolucgao):

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a arvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Prim:

|

2
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3 — Algoritmo de Prim

Exercicio 2 (resolucgao):

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a arvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Prim:

= |

18 15 21

Distancias em Km

Inteligéncia Artificial — Parte 4 — Prof. Celso Gallao — Slide 69



3 — Algoritmo de Prim

Exercicio 2 (resolucgao):

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a arvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Prim:

- |

18 15

Distancias em Km
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3 — Algoritmo de Prim

Exercicio 2 (resolucgao):

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a arvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Prim:

|

Distancias em Km
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2 — Algoritmo de Prim

Exercicio 2 (resolucgao):

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a arvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Prim:

|

18 15

Distancias em Km
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2 — Algoritmo de Prim

Exercicio 2 (resolucgao):

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a arvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Prim:

|

18 15

Distancias em Km
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2 — Algoritmo de Prim

Exercicio 2 (resolucgao):

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a arvore geradora minima e
indique o seu peso minimo, utilizando o algoritmo de Prim:

Entrada

Distaricias eth Eom

W, .=3+4+5+5+5+6+6+6
w, =40

Distancias em Km
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Algoritmo de Dijkstra
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3 — Algoritmo de Dijkstra

Caracteristicas:

* O algoritmo de Dijkstra, concebido pelo cientista da
computacao holandés Edsger Dijkstra em 1956 e
publicado em 1959.

 E um algoritmo de busca, guloso,
gue resolve o problema de
caminhos mais curtos de unica
origem em um grafo orientado
ponderado.

* As arestas nao podem ter pesos
negativos.
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3 — Algoritmo de Dijkstra

Exemplo:

nnllll-

Estimativas
Precedentes - - - - -

Fechado Nao - - - -

Inteligéncia Artificial —

Inicialmente todos os vértices tém um
custo infinito, exceto s (a raiz da busca)
gue tem valor O:
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3 — Algoritmo de Dijkstra

Exemplo

Vértices

Estimativas
Precedentes

Fechado

Selecione o vértice aberto de
estimativa minima: s

Feche s.

Recalcule as estimativas de u e x.

X y
-ﬂﬂﬂ
0 o0 o0 5 o0

Sim

S

Nao
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3 — Algoritmo de Dijkstra

Exemplo:

Vértices

Estimativas
Precedentes

Fechado

Selecione o vértice aberto de
estimativa minima: s

Feche s.

Recalcule as estimativas de u e x.

X y
-H--
0 10 00 5 00

Sim

S

Nao
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3 — Algoritmo de Dijkstra

Exemplo:

nnllll-

Estimativas
Precedentes - S - S -
Fechado Sim Nao - Sim -

Inteligéncia Artificial —

Feche x .

Selecione o vértice aberto de
estimativa minima: x

Recalcule as estimativasde u, vey.
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3 — Algoritmo de Dijkstra

Exemplo:

Vértices

Estimativas
Precedentes

Fechado

Sim

X

Nao

Selecione o vértice aberto de
estimativa minima: x

Feche x .

Recalcule as estimativasde u, vey.

X y
-H--
0 108 o0 5 00
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3 — Algoritmo de Dijkstra

Exemplo:

lln

Estimativas
Precedentes

Fechado

Sim

Inteligéncia Artificial —

Feche x .

Selecione o vértice aberto de
estimativa minima: x

Recalcule as estimativasde u, vey.
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3 — Algoritmo de Dijkstra

Exemplo:

nnllll

Estimativas
Precedentes

Fechado

Nao

Inseli

Selecione o vértice aberto de
estimativa minima: x

Feche x .

Recalcule as estimativasde u, vey.

ncia Artificial —
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3 — Algoritmo de Dijkstra

Exemplo:

nnllll-

Estimativas
Precedentes

Fechado

Sim

Inteligéncia Artificial —

Fechey.

Selecione o vértice aberto de
estimativa minima: y

Recalcule as estimativas de v.
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3 — Algoritmo de Dijkstra

Exemplo:

lln

Estimativas
Precedentes

Fechado

S

Sim

X

Sim

Inteligéncia Artificial —

Fechey.

Selecione o vértice aberto de
estimativa minima: y

Recalcule as estimativas de v.
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3 — Algoritmo de Dijkstra

Exemplo:

nnllll-

Estimativas
Precedentes

Fechado

1413

Sim

Inteligéncia Artificial —

Fecheu.

Selecione o vértice aberto de
estimativa minima: u

Recalcule as estimativas de v.
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3 — Algoritmo de Dijkstra

Exemplo:

nnllll-

Estimativas
Precedentes - X u S X
Fechado Sim Sim Nao Sim Sim

Inteligéncia Artificial —

Feche v.

Selecione o vértice aberto de
estimativa minima: v
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3 — Algoritmo de Dijkstra

Exemplo:

nnllll-

Estimativas
Precedentes - X u S X
Fechado Sim Sim Sim Sim Sim

Inteligéncia Artificial —

Feche v.

Selecione o vértice aberto de
estimativa minima: v
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3 — Algoritmo de Dijkstra

Exercicio 3:

A figura abaixo mostra o mapa de ruas de uma determinada cidade. Uma loja
situada na R. Dinossauro esta sendo assaltada, e enviou um pedido de socorro
a policia. Uma viatura policial estacionada no ponto P1 sera destacada para

atender ao urgente chamado: m

R. Abelha

a) Monte um grafo G = (V,E) que
represente o cenario do enunciado,
considerando cada esquina como um
vértice (e dé rétulos com letras do
alfabeto a eles) e as ruas, travessas e
avenidas como arestas ponderadas.

)
£ -
< =
= p
>
5 =

b) Monte a arvore minima utilizando o
algoritmo de Dijkstra e mostre a menor
distancia que a viatura policial
percorrera de P1 até a Loja.

R. Dinossauro @
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3 — Algoritmo de Dijkstra

Exercicio 3 (resolucao):

A figura abaixo mostra o mapa de ruas de uma determinada cidade. Uma loja
situada na R. Dinossauro esta sendo assaltada, e enviou um pedido de socorro
a policia. Uma viatura policial estacionada no ponto P1 sera destacada para
atender ao urgente chamado:

a) Monte um grafo G = (V,E) que
represente o cenario do enunciado,
considerando cada esquina como um
vértice (e dé rotulos com letras do
alfabeto a eles) e as ruas, travessas e
avenidas como arestas ponderadas.

b) Monte a arvore minima utilizando o
algoritmo de Dijkstra e mostre a menor
distancia que a viatura policial
percorrera de P1 até a Loja.
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3 — Algoritmo de Dijkstra

Exercicio 3 (resolucao):

A figura abaixo mostra o mapa de ruas de uma determinada cidade. Uma loja
situada na R. Dinossauro esta sendo assaltada, e enviou um pedido de socorro
a policia. Uma viatura policial estacionada no ponto P1 sera destacada para
atender ao urgente chamado:

a) Monte um grafo G = (V,E) que
represente o cenario do enunciado,
considerando cada esquina como um
vértice (e dé rétulos com letras do
alfabeto a eles) e as ruas, travessas e
avenidas como arestas ponderadas.

b) Monte a arvore minima utilizando o
algoritmo de Dijkstra e mostre a menor

distancia que a viatura policial

Vertices|P1|A|C|D|E|B|G|F|I |K|H J L|M]|LOJA

percorrera de P1 até a Loja. Estimativas| 0 | 10| 8 | 15|18 23| 22]27]30] 32| 30|44 39|43 |a8| 50
Precedentes| - |(PL/PL{C|C|A|D|E|E|B|F|+H |K|K]| ]

Fechado| S | S| 5| S|S|S|S|[S|5|5|5 5 S| §
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