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Buscas em Árvores Mínimas

• Kruskal

• Prim

• Dijkstra



Algoritmo de Kruskal
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1 – Algoritmo de Kruskal

• É um algoritmo de busca, guloso, que se baseia no 
algoritmo de árvore espalhada de peso mínimo.

• Encontra uma aresta segura para adicionar à floresta 
crescente encontrando, de todas as arestas que conectam 
duas árvores quaisquer, uma aresta de peso mínimo.

• Encontra um subconjunto das arestas que forma uma 
árvore com todos os vértices, onde o peso total, dado 
pela soma dos pesos das arestas da árvore, é minimizado.

Características:
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1 – Algoritmo de Kruskal

Exemplo:
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Algoritmo:
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Kruskal(){ 

1  A = ;

2  for cada vértice v  V[G]

3      do MakeSet(v);

4 Ordene as arestas E de forma crescente ao peso w

5  for cada aresta (u,v)  E (ordenado)

6      do if FindSet(u)  FindSet(v)

7         then A = A U {(u,v)};

8 Union(FindSet(u), FindSet(v));

9 return A;

}
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Algoritmo:
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Kruskal(){ 

1  A = ;

2  for cada vértice v  V[G]

3      do MakeSet(v);

4 Ordene as arestas E de forma crescente ao peso w

5  for cada aresta (u,v)  E (ordenado)

6      do if FindSet(u)  FindSet(v)

7         then A = A U {(u,v)};

8 Union(FindSet(u), FindSet(v));

9 return A;

}

Inicializa o conjunto A como o conjunto 
vazio e criam V árvores, cada uma 
contendo 1 vértice.
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Algoritmo:
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Kruskal(){ 

1  A = ;

2  for cada vértice v  V[G]

3      do MakeSet(v);

4 Ordene as arestas E de forma crescente ao peso w

5  for cada aresta (u,v)  E (ordenado)

6      do if FindSet(u)  FindSet(v)

7         then A = A U {(u,v)};

8 Union(FindSet(u), FindSet(v));

9 return A;

}

As arestas em E são ordenadas em 
sequência crescente por peso.
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Algoritmo:
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Kruskal(){ 

1  A = ;

2  for cada vértice v  V[G]

3      do MakeSet(v);

4 Ordene as arestas E de forma crescente ao peso w

5  for cada aresta (u,v)  E (ordenado)

6      do if FindSet(u)  FindSet(v)

7         then A = A U {(u,v)};

8 Union(FindSet(u), FindSet(v));

9 return A;

}
Verifica, para cada aresta (u,v), se os pontos 
extremos u e v pertencem à mesma árvore. Se sim, a 
aresta é descartada pois não é permitido ciclo. Se não, a 
aresta é adicionada em A e os vértices são intercalados.



1 – Algoritmo de Kruskal

Exercício 1:
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A figura abaixo mostra o esquema de uma velha rede de cabos de distribuição de energia 
elétrica que conecta 9 subestações de uma determinada cidade.

A Cia. Elétrica local precisa renovar a rede substituindo os cabos velhos por novos, e 
também enviar para reciclagem os cabos desnecessários.

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Kruskal:



1 – Algoritmo de Kruskal

Exercício 1 (resolução):
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a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Kruskal:

Wt1=3
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Exercício 1 (resolução):
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a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Kruskal:

Wt1=3 + 4
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Exercício 1 (resolução):
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a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Kruskal:

Wt1=3 + 4 + 5
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Exercício 1 (resolução):
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a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Kruskal:

Wt1=3 + 4 + 5
Wt2=5
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Exercício 1 (resolução):
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a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Kruskal:

Wt1=3 + 4 + 5 + 5
Wt2=5
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Exercício 1 (resolução):
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a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Kruskal:

Wt1=3 + 4 + 5 + 5 + 6
Wt2=5
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Exercício 1 (resolução):
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a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Kruskal:

Wt1=3 + 4 + 5 + 5 + 6
Wt2=5
Wt1+t2=23 + 5 + 6 
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Exercício 1 (resolução):
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a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Kruskal:

Wt1=3 + 4 + 5 + 5 + 6
Wt2=5
Wt1+t2=23 + 5 + 6 + 6 = 40
Peso mínimo é 40.



Algoritmo de Prim
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2 – Algoritmo de Prim

• O algoritmo de Prim é um algoritmo guloso, utilizado 
para encontrar uma árvore geradora mínima em um grafo 
conectado, ponderado, orientado ou não.

• Foi desenvolvido em 1930 pelo matemático Vojtěch Jarník 
e depois pelo cientista da computação Robert C. Prim em 
1957 e redescoberto por Edsger Dijkstra em 1959.

• Deve-se determinar um vértice de origem.

• Fornecerá uma resposta que não necessariamente é a 
única. 

Características:
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2 – Algoritmo de Prim

Exemplo: iniciando em A
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Exemplo: iniciando em A
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Exemplo: iniciando em A

Inteligência Artificial – Parte 4 – Prof.  Celso Gallão – Slide 50

19

1

14

8

21

A B C

D

GFE

A    B    C    D    E    F    G

A

B

C

D

E

F

G

0 2     0    0    8   14   0

A
7

17

0    19   0    0  15    0

0   11   0   17  10

0    0    0     1

0   21    0

0     7

0

2

2

B

11

10
15



2 – Algoritmo de Prim

Exemplo: iniciando em A
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Exemplo: iniciando em A
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Exemplo: iniciando em A
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Exemplo: iniciando em A
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Exemplo: iniciando em A
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Exemplo: iniciando em A
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Exemplo: iniciando em A
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Exemplo: iniciando em A
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Exemplo: iniciando em A
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Exemplo: iniciando em A
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Exemplo: iniciando em A
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Exemplo: iniciando em A
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21

A B C

D

GFE

A    B    C    D    E    F    G

A

B

C

D

E

F

G

0    2 0    0    8 14 0

BA FE GD

1

7

17

0    0 0    0    0 0

0    0 0   0    10

0    0    0     1

0    0 0

0     7

0

15

C

10

X

X
X

X

X

Matriz de Adjacências
da Árvore de Peso Mínimo
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Algoritmo:
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PRIM(G,w,r)

1 for cada u em V[G] do

2 chave[u]  ∞
3 pai[u]  NIL

4 chave[r]  0

5 Q  V[G]

6 while Q != {} do

7 u  EXTRACT-MIN(Q)

8 for cada v em Adj[u] do

9 if v  Q e w(u,v) < chave[v]

10 then pai[v]  u

11 chave[v]  w(u,v)
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Exercício 2:

Inteligência Artificial – Parte 4 – Prof.  Celso Gallão – Slide 64

A figura abaixo mostra o esquema de uma velha rede de cabos de distribuição de energia 
elétrica que conecta 9 subestações de uma determinada cidade.

A Cia. Elétrica local precisa renovar a rede substituindo os cabos velhos por novos, e 
também enviar para reciclagem os cabos desnecessários.

a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Prim:
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Exercício 2 (resolução):
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a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Prim:
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Exercício 2 (resolução):
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a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Prim:
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Exercício 2 (resolução):
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a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Prim:
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Exercício 2 (resolução):
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a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Prim:
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Exercício 2 (resolução):
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a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Prim:
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Exercício 2 (resolução):
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a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Prim:
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Exercício 2 (resolução):
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a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Prim:
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Exercício 2 (resolução):
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a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Prim:
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Exercício 2 (resolução):
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a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Prim:
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Exercício 2 (resolução):
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a) Considerando a figura abaixo como G = (V,E), monte a árvore geradora mínima e 
indique o seu peso mínimo, utilizando o algoritmo de Prim:

Wmin= 3 + 4 + 5 + 5 + 5 + 6 + 6 + 6
Wmin= 40



Algoritmo de Dijkstra
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3



3 – Algoritmo de Dijkstra

• O algoritmo de Dijkstra, concebido pelo cientista da 
computação holandês Edsger Dijkstra em 1956 e 
publicado em 1959.

Características:
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• É um algoritmo de busca, guloso, 
que resolve o problema de 
caminhos mais curtos de única 
origem em um grafo orientado 
ponderado.

• As arestas não podem ter pesos 
negativos.
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Exemplo:

Inteligência Artificial – Parte 4 – Prof.  Celso Gallão – Slide 77

 

 

0s

u v

yx

10

5

1

2 3
9

4 6

7

2

Inicialmente todos os vértices têm um 
custo infinito, exceto s (a raiz da busca) 
que tem valor 0:

Vértices s u v x y

Estimativas 0 ∞ ∞ ∞ ∞

Precedentes - - - - -

Fechado Não - - - -



3 – Algoritmo de Dijkstra

Exemplo
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

5 

0s

u v

yx

10

5

1

2 3
9

4 6

7

2

Vértices s u v x y

Estimativas 0 ∞ ∞ 5 ∞

Precedentes - - - s -

Fechado Sim - - Não -

Selecione o vértice aberto de 
estimativa mínima: s

Feche s.

Recalcule as estimativas de u e x.


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Exemplo:
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10 

5 

0s

u v

yx

10

5

1

2 3
9

4 6

7

2

Vértices s u v x y

Estimativas 0 10 ∞ 5 ∞

Precedentes - s - s -

Fechado Sim Não - Não -

Selecione o vértice aberto de 
estimativa mínima: s

Feche s.

Recalcule as estimativas de u e x.
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Exemplo:
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

5

0s

u v

yx

10

5

1

2 3
9

4 6

7

2

Vértices s u v x y

Estimativas 0 10 ∞ 5 ∞

Precedentes - s - s -

Fechado Sim Não - Sim -

Selecione o vértice aberto de 
estimativa mínima: x

Feche x .

Recalcule as estimativas de u, v e y.



10



3 – Algoritmo de Dijkstra

Exemplo:
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

5

0s

u v

yx

10

5

1

2 3
9

4 6

7

2

Vértices s u v x y

Estimativas 0 10 8 ∞ 5 ∞

Precedentes - x - s -

Fechado Sim Não - Sim -

Selecione o vértice aberto de 
estimativa mínima: x

Feche x .

Recalcule as estimativas de u, v e y.



8
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Exemplo:
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14

5

0s

u v

yx

10

5

1

2 3
9

4 6

7

2

Vértices s u v x y

Estimativas 0 10 8 14 5 ∞

Precedentes - x x s -

Fechado Sim Não Não Sim -

Selecione o vértice aberto de 
estimativa mínima: x

Feche x .

Recalcule as estimativas de u, v e y.



8
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Exemplo:
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8

5 7

0s

u v

yx

10

5

1

2 3
9

4 6

7

2

Vértices s u v x y

Estimativas 0 10 8 14 5 7

Precedentes - x x s x

Fechado Sim Não Não Sim Não

Selecione o vértice aberto de 
estimativa mínima: x

Feche x .

Recalcule as estimativas de u, v e y.

14
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Exemplo:
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5 7

0s

u v

yx

10

5

1

2 3
9

4 6

7

2

Vértices s u v x y

Estimativas 0 10 8 14 5 7

Precedentes - x x s x

Fechado Sim Não Não Sim Sim

Selecione o vértice aberto de 
estimativa mínima: y

Feche y .

Recalcule as estimativas de v.

8 14
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Exemplo:
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5 7

0s

u v

yx

10

5

1

2 3
9

4 6

7

2

Vértices s u v x y

Estimativas 0 10 8 14 13 5 7

Precedentes - x y s x

Fechado Sim Não Não Sim Sim

Selecione o vértice aberto de 
estimativa mínima: y

Feche y .

Recalcule as estimativas de v.

138
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Exemplo:
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5 7

0s

u v

yx

10

5

1

2 3
9

4 6

7

2

Vértices s u v x y

Estimativas 0 8 14 13 5 7

Precedentes - x y s x

Fechado Sim Sim Não Sim Sim

Selecione o vértice aberto de 
estimativa mínima: u

Feche u .

Recalcule as estimativas de v.

138
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Exemplo:
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5 7

0s

u v

yx

10

5

1

2 3
9

4 6

7

2

Vértices s u v x y

Estimativas 0 8 13 9 5 7

Precedentes - x u s x

Fechado Sim Sim Não Sim Sim

Selecione o vértice aberto de 
estimativa mínima: v

Feche v .

98
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Exemplo:
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5 7

0s

u v

yx

10

5

1

2 3
9

4 6

7

2

Vértices s u v x y

Estimativas 0 8 9 5 7

Precedentes - x u s x

Fechado Sim Sim Sim Sim Sim

Selecione o vértice aberto de 
estimativa mínima: v

Feche v .

98
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Exercício 3:
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A figura abaixo mostra o mapa de ruas de uma determinada cidade. Uma loja 
situada na R. Dinossauro está sendo assaltada, e enviou um pedido de socorro 
à polícia. Uma viatura policial estacionada no ponto P1 será destacada para 
atender ao urgente chamado:

a) Monte um grafo G = (V,E) que 
represente o cenário do enunciado, 
considerando cada esquina como um 
vértice (e dê rótulos com letras do 
alfabeto a eles) e as ruas, travessas e 
avenidas como arestas ponderadas.

b) Monte a árvore mínima utilizando o 
algoritmo de Dijkstra e mostre a menor 
distância que a viatura policial 
percorrerá de P1 até a Loja.
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Exercício 3 (resolução):

Inteligência Artificial – Parte 4 – Prof.  Celso Gallão – Slide 90

A figura abaixo mostra o mapa de ruas de uma determinada cidade. Uma loja 
situada na R. Dinossauro está sendo assaltada, e enviou um pedido de socorro 
à polícia. Uma viatura policial estacionada no ponto P1 será destacada para 
atender ao urgente chamado:

a) Monte um grafo G = (V,E) que 
represente o cenário do enunciado, 
considerando cada esquina como um 
vértice (e dê rótulos com letras do 
alfabeto a eles) e as ruas, travessas e 
avenidas como arestas ponderadas.

b) Monte a árvore mínima utilizando o 
algoritmo de Dijkstra e mostre a menor 
distância que a viatura policial 
percorrerá de P1 até a Loja.

C

P1 A B

D

E F G

H

10

10

8

16

7

7

9

9

9

4

3
5

6

12

13

11

7

K

LOJAI J M L
11 5914
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Exercício 3 (resolução):
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A figura abaixo mostra o mapa de ruas de uma determinada cidade. Uma loja 
situada na R. Dinossauro está sendo assaltada, e enviou um pedido de socorro 
à polícia. Uma viatura policial estacionada no ponto P1 será destacada para 
atender ao urgente chamado:

a) Monte um grafo G = (V,E) que 
represente o cenário do enunciado, 
considerando cada esquina como um 
vértice (e dê rótulos com letras do 
alfabeto a eles) e as ruas, travessas e 
avenidas como arestas ponderadas.

b) Monte a árvore mínima utilizando o 
algoritmo de Dijkstra e mostre a menor 
distância que a viatura policial 
percorrerá de P1 até a Loja.

C

P1 A B

D

E F G

H

10

10

8

16

7

9

9

9

3

12

13

7

K

LOJAI J M L
11

11
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